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Abstract 

 

Questo studio indaga le strutture di governance incorporate nei modelli di crescita 

macroeconomica, superando il dibattito binario tra crescita e decrescita per esaminare 

come diversi assetti istituzionali influenzino la produzione aggregata. Utilizzando il 

modello di Ramsey-Cass-Koopmans (RCK) come benchmark metodologico, la ricerca 

ne propone quattro varianti, ottenute modificando la funzione di produzione, le 

preferenze delle famiglie e i meccanismi di attualizzazione intertemporale. L’analisi 

dinamica, condotta attraverso sistemi non lineari di equazioni differenziali, rivela 

come l’inclusività sociale possa essere una determinante primaria della stabilità 

dell’equilibrio. Oltre ai punti di sella interni, i risultati identificano equilibri stabili 

d’angolo che generano traiettorie di sviluppo asimmetriche. Infine, in configurazioni 

simmetriche, l’economia transita verso regimi di crescita che si autoalimentano e che 

mettono in discussione l’ipotesi di convergenza. Lo studio dimostra che la crescita 

dipende dai sistemi di coordinamento e controllo sottostanti e non è neutrale dal punto 

di vista distributivo. I risultati dell’analisi teorica mettono in luce la necessità di 

elaborare una teoria pluralistica della crescita e di predisporre assetti istituzionali 

capaci di governare e stabilizzare traiettorie di sviluppo caratterizzate da squilibri 

strutturali. A tal fine è necessario promuovere una concezione dello sviluppo di lungo 

periodo più democratica e fondata su espliciti orientamenti etico-normativi. 
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Il modello di crescita di Ramsey-Cass-Koopmans: quattro variazioni sul tema 

 

1. Introduzione 

Il dibattito sulla crescita economica tende spesso a presentare le scelte di policy come un’alternativa tra il 

perseguimento della crescita e la promozione della decrescita (Fournier, 2008; Latouche, 2009; Martinez-Alier, 

2009; Schneider et al., 2010; van der Bergh, 2011). Tuttavia, ricondurre la questione alla semplice domanda se le 

economie debbano o meno crescere rischia di trascurare un problema macroeconomico più rilevante, ossia 

quello degli assetti istituzionali incorporati nel processo di crescita stesso e, più precisamente, delle diverse 

configurazioni di governance che possono essere sottese alla funzione di produzione aggregata. In questa 

prospettiva, la questione centrale non riguarda tanto la crescita in sé, quanto piuttosto i valori sociali e i 

meccanismi di governance impliciti nei modelli di crescita economica e che trovano espressione nelle specifiche 

funzioni di produzione aggregate. Muovendo da tali considerazioni, il presente studio intende contribuire alla 

macroeconomia della crescita attraverso una rilettura del modello di Ramsey-Cass-Koopmans (Ramsey, 1928; 

Cass, 1965; Koopmans, 1963), proponendo quattro varianti alternative che riflettono differenti configurazioni 

istituzionali sottostanti. L’approccio adottato consente di sviluppare una comprensione più articolata delle 

traiettorie di sviluppo di lungo periodo e contribuisce a ridurre la distanza tra la teoria della crescita e le sfide 

sociali contemporanee, con particolare riferimento ai temi del coordinamento sociale, della democrazia e 

dell’inclusione. 

I modelli di crescita economica convenzionali, incluso il modello di Ramsey-Cass-Koopmans (RCK), sono 

generalmente presentati come una rappresentazione tecnicamente neutrale delle dinamiche di accumulazione. 

Tuttavia, la funzione di produzione aggregata adottata in tali modelli incorpora implicitamente una specifica 

struttura di governance, vale a dire un insieme di ipotesi relative alla distribuzione dell’autorità decisionale e ai 

meccanismi di controllo all’interno dell’economia. In una prospettiva neo-istituzionalista, la crescita non può 

essere interpretata semplicemente come il risultato dell’accumulazione di capitale e del progresso tecnologico, in 

quanto essa costituisce l’esito di processi socialmente organizzati che orientano e coordinano le decisioni 

economiche (si veda, ad esempio, North, 1990) e di differenti strutture di controllo associate a distinti regimi di 

governance (Aghion et al., 2014; Rodrik, 2005). Di conseguenza, funzioni di produzione aggregata diverse 

possono generare traiettorie di crescita differenti, in quanto incorporano meccanismi istituzionali differenti che 

definiscono le modalità attraverso cui lavoro, capitale, tecnologia e forme di coordinamento sociale interagiscono 

nel processo di accumulazione. In questa prospettiva, la governance della crescita economica riguarda la 

distribuzione dell’autorità decisionale tra i diversi portatori di interesse in relazione ai processi produttivi e alla 

loro evoluzione dinamica nel tempo. Rendendo espliciti gli assetti istituzionali sottostanti ai modelli di crescita, la 

teoria della crescita può confrontarsi più direttamente con questioni di natura normativa riguardanti la legittimità, 

la responsabilità e i valori sociali che orientano i processi di sviluppo economico (Sen, 1977). 

Nella storia della teoria della crescita, il modello di Ramsey-Cass-Koopmans (RCK) rappresenta un 

importante avanzamento analitico in quanto endogenizza il comportamento di risparmio, collegando le 

dinamiche macroeconomiche alle scelte individuali di consumo (Ramsey, 1928; Cass, 1965; Koopmans, 1963). 
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Inserendosi nella tradizione neoclassica inaugurata da Solow (1956) e Swan (1956), il modello fornisce un quadro 

teorico coerente per l’analisi dell’accumulazione del capitale e degli equilibri di stato stazionario in presenza di 

rendimenti decrescenti. I successivi sviluppi della teoria della crescita hanno ampliato tale impianto teorico lungo 

direttrici molteplici. I modelli con overlapping generations (OLG) hanno introdotto la struttura demografica e la 

finitezza dell’orizzonte di vita degli individui, consentendo di integrare nell’analisi questioni quali la distribuzione 

intergenerazionale delle risorse, il debito pubblico e i sistemi pensionistici (Diamond, 1965; Blanchard, 1985). La 

teoria della crescita endogena, sviluppata principalmente dai contributi di Romer (1986, 1990) e Lucas (1988), ha 

invece reso endogeni il progresso tecnologico e l’accumulazione di capitale umano, offrendo una spiegazione 

della crescita sostenuta nel lungo periodo che non dipende da andamenti esogeni della produttività. Tali modelli 

hanno messo in discussione le previsioni di convergenza proprie dell’approccio neoclassico e hanno riaperto il 

dibattito sulle determinanti fondamentali della crescita economica di lungo periodo.  

Tali contributi hanno, inoltre, posto l’accento sul ruolo degli investimenti collettivi, dei processi di 

apprendimento e delle esternalità della conoscenza quali elementi centrali di un processo di crescita socially 

embedded. Contemporaneamente, una parte crescente della letteratura ha iniziato a concentrarsi sul ruolo delle 

istituzioni, della governance e degli assetti sociali nella determinazione degli esiti della crescita economica. Gli 

approcci riconducibili all’economia istituzionale e all’economia politica hanno evidenziato come i diritti di 

proprietà, le relazioni di potere e di lavoro, nonché i meccanismi di decisione collettiva influenzino i percorsi di 

accumulazione e gli esiti distributivi (North, 1990; Ostrom, 1990; Amable, 2003; Aghion et al., 2004). Più 

recentemente, ulteriori contributi hanno integrato nelle analisi della crescita le dimensioni sociali e ambientali, 

mettendo in discussione la presunta neutralità dei processi di crescita rispetto alle questioni distributive e 

normative (Stiglitz, Sen e Fitoussi, 2009; Ostry et al., 2014; Raworth, 2017; Stern e Stiglitz, 2023). In questa 

prospettiva, la crescita economica, lungi dall’essere un processo neutrale o meramente tecnico, appare come un 

fenomeno sociale, incorporato in specifici processi di coordinamento, cooperazione e conflitto che ne orientano 

l’evoluzione e gli esiti (Boyer, 2004; Bowles, 2004; Hassel e Palier, 2023). 

Le ricerche sviluppate nell’ambito dell’economia sociale hanno ulteriormente evidenziato la dimensione 

normativa della crescita economica, sottolineando l’importanza del benessere, delle capacità individuali 

(capabilities) e della sostenibilità sociale accanto alla semplice espansione della produzione aggregata (Sen, 1999). 

Tali approcci mettono in discussione l’idea dell’esistenza di un unico percorso di crescita ottimale e propongono 

invece una visione pluralistica, nella quale differenti regimi di crescita riflettono priorità sociali e scelte di 

governance tra loro diverse. Sebbene molte di queste intuizioni siano state progressivamente incorporate nelle 

estensioni dei modelli di crescita riconducibili alla tradizione di Solow (Salustri et al., 2025), a nostro avviso 

minore attenzione è stata dedicata all’esplorazione sistematica delle medesime problematiche all’interno del 

modello di Ramsey-Cass-Koopmans. In particolare, il potenziale di varianti del modello RCK come strumenti 

analitici per il confronto tra differenti regimi di governance e modelli di organizzazione della produzione rimane 

ancora relativamente poco sfruttato. 
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Alla luce di queste considerazioni e prendendo il modello RCK come riferimento metodologico, il presente 

contributo si propone di esplorare in modo sistematico come differenti specificazioni del processo di produzione 

aggregata possano generare regimi di crescita distinti. Accanto al progresso tecnologico, si introduce l’inclusione 

sociale come fattore moltiplicativo in grado di interagire con il lavoro e il capitale. Quando i due fattori 

moltiplicativi vengono considerati simultaneamente, in assenza di vincoli nelle risorse disponibili l’economia può 

evolvere da una dinamica di convergenza verso uno stato stazionario a un regime di crescita sostenuto da 

meccanismi di retroazione positiva che si autoalimentano (Salustri et al., 2025). Il presente studio evidenzia 

inoltre come tale regime di crescita possa risultare compatibile con differenti assetti istituzionali e strutture di 

controllo, che possono dar luogo a modelli di espansione economica equilibrati sotto il profilo macroeconomico, 

ma caratterizzati da configurazioni asimmetriche nella distribuzione del potere decisionale, delle risorse e dei 

benefici della crescita. 

Il presente contributo integra i principali risultati di alcuni filoni distinti di letteratura economica e sociologica. 

In primo luogo, esso si collega agli studi sull’economia sociale, che evidenziano il ruolo svolto da associazioni, 

cooperative, fondazioni, mutue e altre forme organizzative prevalentemente non orientate al profitto nel 

determinare gli esiti economici al di là dei meccanismi strettamente riconducibili alla massimizzazione del profitto 

(Birchall, 2004; Santos, 2012; Sacchetti e Tortia, 2016; Carini et al., 2024). In secondo luogo, il lavoro 

contribuisce alla letteratura che analizza le relazioni tra economia sociale e sviluppo economico, mettendo in luce 

come assetti istituzionali inclusivi, coesione sociale e forme partecipative di governance possano influenzare la 

produttività, la distribuzione delle risorse e le performance di crescita nel lungo periodo (Birchall e Ketilson, 2009; 

Birchall, 2013; Utting, 2018; Sacchetti e Borzaga, 2021; Salustri, 2021; UNTFSSE, 2022; Bouchard e Roussèliere, 

2026). In terzo luogo, il contributo dialoga con il crescente filone di studi dedicato alle infrastrutture sociali e alla 

crescita economica, che sottolinea l’importanza della qualità istituzionale, del capitale sociale e delle strutture di 

governance nel sostenere i processi di accumulazione e nel favorire la stabilizzazione delle traiettorie di crescita 

(North, 1990; Hall e Jones, 1999; Williamson, 2000; Putnam, 2002; Chin e Chou, 2004; Fransen et al., 2018). 

Infine, il lavoro si colloca nel solco di una consolidata tradizione di studi che affronta in termini macroeconomici 

e formali il rapporto tra inclusione sociale e crescita economica, evidenziando come la distribuzione delle 

opportunità e la partecipazione ai processi economici possano incidere significativamente sulle dinamiche di 

sviluppo di lungo periodo (Rodrik, 2000; Ostry et al., 2014; Salustri et al., 2025).  

Il prosieguo di questo lavoro è organizzato come segue: la Sezione 2 illustra il quadro metodologico adottato; 

la Sezione 3 presenta quattro versioni alternative del modello RCK, interpretate come rappresentative di 

altrettanti regimi sociali ed istituzionali; la Sezione 4 discute i risultati e le implicazioni di policy e presenta le 

conclusioni. 
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2. Metodologia 

L’analisi teorica adotta il modello di Ramsey-Cass-Koopmans (RCK) come riferimento metodologico e come 

strumento analitico per il confronto tra differenti regimi di governance e di organizzazione della produzione. 

Attraverso opportune modifiche della funzione di produzione aggregata e di altre caratteristiche strutturali del 

modello, si propone una strategia analitica comparativa finalizzata a isolare l’influenza delle strutture di governance 

sulla configurazione delle dinamiche di crescita di lungo periodo e sugli esiti distributivi (ulteriori dettagli sono 

forniti nella Sezione 3). La prima constatazione, infatti è che, sebbene il modello RCK sia tradizionalmente 

interpretato come neutrale rispetto alla governance, la specificazione della funzione di produzione aggregata, 

insieme ad altre caratteristiche strutturali del modello, incorpora implicitamente ipotesi relative all’allocazione 

dell’autorità decisionale e ai meccanismi di coordinamento tra gli agenti economici. 

Dal punto di vista analitico, l’argomentazione del presente lavoro si sviluppa attraverso i seguenti passaggi. In 

primo luogo, si identifica la struttura di governance implicitamente definita dal modello di Ramsey-Cass-Koopmans 

(RCK), evidenziando come gli assetti istituzionali e sociali contribuiscano a modellare le dinamiche di 

accumulazione e gli equilibri di lungo periodo. In secondo luogo, si costruiscono quattro versioni alternative del 

modello RCK, ciascuna coerente con un differente assetto istituzionale di riferimento, e le si analizza al fine di 

mostrare come ipotesi alternative relative alle preferenze, alle norme sociali e alle configurazioni istituzionali 

possano generare traiettorie eterogenee di crescita economica (North, 1990; Acemoglu e Robinson, 2012). In 

terzo luogo, si valuta esplicitamente il contributo dell’inclusività sociale alla crescita macroeconomica, illustrando 

come essa interagisca con i processi di accumulazione del capitale, la produttività del lavoro e gli incentivi 

all’innovazione all’interno di ciascun modello (Stiglitz, Sen e Fitoussi, 2009; Aghion et al., 2019). In questa sede, 

l’inclusività sociale è interpretata in senso ampio come l’insieme dei meccanismi di coordinamento 

implicitamente presupposti dal modello, comprendenti le istituzioni dell’economia sociale, le collective capabilities, le 

strutture di governance partecipativa e le forme di cooperazione sociale che influenzano la capacità produttiva e le 

dinamiche di accumulazione di lungo periodo (North, 1990; Ostrom, 1990; Bouchard e Rousselière, 2026; 

Sacchetti e Catturani, 2021). Infine, si affrontano alcune potenziali criticità teoriche del modello RCK di base, 

inclusa la possibilità di equilibri multipli e dinamiche non standard, contribuendo così a un affinamento 

dell’apparato analitico della teoria della crescita tradizionale (Romer, 1986; Barro e Sala-i-Martin, 2004). 

Integrando questi elementi, il lavoro propone una comprensione più articolata dei processi di crescita, mettendo 

in relazione i modelli macroeconomici formali con la varietà degli assetti sociali e istituzionali. 

Per quanto riguarda la funzione di produzione aggregata, i quattro modelli alternativi sono definiti lungo due 

dimensioni: completezza e composizione dei fattori. La funzione di produzione del Modello 1 (M1) è analoga a 

quella ipotizzata nel modello RCK standard, con la differenza che il termine di progresso tecnologico labour-

augmenting (A) viene sostituito da una variabile labour-augmenting indicata con N che misura l’inclusività sociale. 

Inoltre, la forma intensiva è espressa considerando il lavoro effettivo (NL) come unità di misura, al fine di 

mettere in risalto il radicamento sociale e la natura collettiva dei meccanismi produttivi. La funzione di 
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produzione del Modello 2 (M2) è analoga a quella del modello RCK standard, ma in questo caso il progresso 

tecnologico A è di tipo capital-augmenting e la forma intensiva è calcolata utilizzando il capitale effettivo (AK) 

come unità di misura (Salustri et al., 2025). I Modelli 3 e 4 (rispettivamente M3 e M4) si basano invece su una 

funzione di produzione aggregata che include simultaneamente tutti i fattori (L, K, N labour-augmenting e A capital-

augmenting). Tuttavia, nel Modello 3 la forma intensiva è definita rispetto al lavoro effettivo, mentre nel Modello 4 

è definita rispetto al capitale effettivo. La funzione completa ipotizzata nei modelli M3 e M4 si differenzia dalle 

forme ridotte in quanto viola le condizioni di Inada, rendendo possibili traiettorie di crescita non vincolate dalle 

tradizionali restrizioni di convergenza associate ai rendimenti marginali decrescenti. Tali modifiche forniscono un 

quadro formale per l’analisi di scenari in cui i meccanismi di coordinamento sociale e l’inclusività, interagendo 

con il progresso tecnologico, possono amplificare le dinamiche di crescita di lungo periodo. 

Oltre alle differenze nelle funzioni di produzione, i quattro modelli differiscono anche nella specificazione 

delle preferenze delle famiglie e nell’interpretazione dell’utilità intertemporale. Quando la forma intensiva della 

funzione di produzione è calcolata utilizzando AK come unità di misura (M2 e M4), le famiglie rappresentate 

sono piccoli proprietari inseriti in strutture comunitarie, come tipicamente accade nelle economie rurali o a base 

familiare. In tale contesto, l’utilità nel periodo corrente deriva principalmente dalla soddisfazione tratta dal lavoro 

e dal benessere associato alla vita quotidiana, mentre il risparmio S accresce l’utilità in quanto contribuisce 

strategicamente a generare prospettive future sia per il nucleo familiare sia per la comunità. Formalmente, il 

risparmio entra direttamente come argomento della funzione di utilità CRRA, mentre il numero di famiglie è 

approssimato tramite il rapporto tra capitale aggregato e dotazioni individuali delle famiglie (K/H), anziché 

mediante il rapporto tra lavoro aggregato e dotazioni familiari di lavoro (L/H), come accade nel modello RCK. 

Al contrario, quando la forma intensiva è calcolata utilizzando NL come unità di misura (M1 e M3), le preferenze 

delle famiglie seguono la specificazione standard del modello di Ramsey-Cass-Koopmans, e l’utilità dipende dal 

consumo. 

I quattro modelli differiscono anche nella specificazione del fattore di sconto intertemporale, il quale riflette la 

valutazione da parte delle famiglie del valore presente rispetto alle prospettive future (di consumo o di risparmio) 

ed è strettamente connesso agli assetti di governance e al contesto sociale di riferimento. In tutti i modelli, le 

famiglie scontano l’utilità futura a un tasso costante ρ, in linea con il modello classico di Ramsey-Cass-

Koopmans. Nella specificazione standard (M1 e M3, nei quali la forma intensiva è calcolata rispetto a SL), ρ 

rappresenta il consueto tasso sociale di preferenza intertemporale, che cattura il trade-off tra consumo presente e 

futuro in un contesto astratto e neutrale rispetto alla governance. Tale specificazione descrive famiglie come 

agenti forward-looking che massimizzano il consumo intertemporale sulla base dei segnali di mercato, senza una 

dimensione sociale o comunitaria esplicita che influenzi il processo di sconto. Al contrario, nella specificazione 

alternativa (M2 e M4, forma intensiva AK), il tasso di interesse r è sostituito dal salario w come riferimento per la 

valutazione intertemporale. In tali modelli, il salario assume simultaneamente il ruolo di rendimento del lavoro e 

di benchmark sociale, in quanto riflette la capacità del nucleo familiare di coprire i costi di sussistenza e il livello di 
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benessere nel periodo corrente. Il processo di sconto è dunque socialmente determinato: l’utilità corrente deriva 

dalla soddisfazione del lavoro quotidiano e delle attività di natura comunitaria, mentre il risparmio S orientato al 

futuro accresce il benessere di lungo periodo. In questo senso, il meccanismo di sconto basato sul salario 

incorpora una prospettiva collettiva e intergenerazionale, nella quale la valutazione del consumo futuro è 

ancorata a criteri di sostenibilità sociale e agli standard comunitari, piuttosto che a un tasso di interesse 

puramente finanziario.  

Si illustrano ora più in dettaglio le innovazioni introdotte nel quadro formale del modello RCK. Nella 

versione standard di tale modello, l’utilità intertemporale di un agente rappresentativo è data da 

(1) 

 

Poiché il consumo per unità di lavoro effettivo cresce a un tasso costante gA, l’espressione in [1] diventa: 

 

dove, assumendo che c(t) sia limitato, l’integrale converge se e solo se 

 o, equivalentemente,  

Nella nostra analisi, invece, l’utilità intertemporale dell’agente rappresentativo può assumere differenti 

specificazioni, a seconda delle ipotesi formulate sulla struttura di governance del processo produttivo. La Tabella 1 

riassume le specificazioni dell’utilità nei quattro modelli considerati e le corrispondenti condizioni necessarie alla 

convergenza. 

 

Tabella 1. Specificazioni della funzione di utilità e condizioni di convergenza 

Modelli Funzioni di utilità  Condizione di convergenza 

M1, M3 

 
 

M2, M4 

 
 

 

Anche la no-Ponzi game condition differisce tra le quattro versioni del modello. Nei Modelli M1 e M3, il vincolo è 

applicato alla ricchezza finanziaria, garantendo che lo stock di risparmio accumulato dalle famiglie rimanga non 

negativo nel tempo. Al contrario, nei Modelli M2 e M4, la condizione è riformulata come vincolo di non 

negatività sull’input di lavoro, riflettendo l’idea che le famiglie non possano sottrarsi all’attività lavorativa né 

permanere in una condizione di inattività. Tali modifiche assicurano che le condizioni di fattibilità dinamica siano 

coerenti con le ipotesi sociali e istituzionali incorporate in ciascuna versione del modello. In sintesi, le quattro 

varianti del modello RCK illustrano come differenti processi produttivi (asimmetrici vs bilanciati), unità di misura 

(lavoro effettivo vs capitale effettivo), strutture di governance (sconto di mercato vs sconto sociale), preferenze 
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sociali (consumo corrente vs prospettive future) e vincoli dinamici (condizioni intertemporali di non negatività su 

capitale vs lavoro) concorrano congiuntamente a determinare le dinamiche di crescita e distributive di lungo 

periodo. Per ciascun modello, il problema di massimizzazione intertemporale dell’utilità delle famiglie è risolto 

trovando la soluzione dell’equazione lagrangiana corrispondente. Il sistema di condizioni del primo ordine 

risultante genera un insieme di equazioni differenziali ordinarie (ODE) non lineari. Mentre le specificazioni 

asimmetriche danno luogo a un sistema autonomo caratterizzato da un punto di sella, le specificazioni 

simmetriche (complete) producono un sistema non autonomo di ODE. In tutti e quattro i casi, il quadro teorico 

consente l’identificazione sia di punti di sella, sia di equilibri stabili normalmente poco valorizzati nella teoria 

della crescita convenzionale. Nel caso non autonomo, si mostra come sia possibile ottenere configurazioni di 

crescita bilanciate (ma instabili) sotto ipotesi relativamente standard sulla funzione di produzione aggregata. 

 

3. Risultati 

Questa sezione raccoglie i principali risultati teorici. Si enunciano e dimostrano quattro teoremi, ciascuno dei 

quali caratterizza una distinta modifica del modello RCK. Le varianti proposte differiscono per le ipotesi 

strutturali sottostanti e danno luogo a sistemi dinamici alternativi. Per ciascuna formulazione si stabiliscono le 

condizioni per l’identificazione dei punti di equilibrio e si fornisce una precisa caratterizzazione delle loro 

proprietà qualitative. I quattro teoremi consentono un confronto rigoroso tra i modelli e rendono esplicito il 

modo in cui le modifiche introdotte influenzano la dinamica degli equilibri rispetto al modello RCK. In tutti i 

teoremi, l’utilità è specificata in funzione di argomenti misurati per unità di input effettivo. La derivazione e la 

trasformazione dai livelli aggregati ai livelli per unità di input effettivo del consumo e del risparmio sono riportate 

in dettaglio in Appendice. 

 

Teorema 1 (M1). Data una funzione di produzione aggregata Y = F(K, NL) e una legge di moto del capitale 

, si assuma che i mercati siano perfettamente concorrenziali. Si supponga inoltre che le 

famiglie massimizzino la funzione di utilità data da 

 

rispetto al vincolo 

 

La soluzione del problema di massimizzazione dell’utilità si ottiene mediante la costruzione dell’equazione 

lagrangiana, e la condizione del primo ordine rispetto a c(t) è data dalla seguente equazione 

 

Passando ai logaritmi e derivando, dopo alcuni passaggi si ottiene che 
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Sotto l’ipotesi di mercati perfettamente concorrenziali del lavoro e del capitale, segue che  

 

Inoltre, se  segue che .  

Dalla legge del moto del capitale si ottiene che  

 

Se  si ha che . 

Il sistema seguente di due equazioni differenziali ordinarie non lineari e autonome 

(2) 

 

descrive il comportamento di c e k. In particolare, due nullocline suddividono lo spazio delle fasi in quattro 

regioni caratterizzate da dinamiche differenti, e all’interno della regione contenuta nel primo quadrante del 

diagramma cartesiano le nullocline identificano tre equilibri: l’origine O(0,0), che costituisce un equilibrio 

instabile; l’intersezione tra due nullocline, che corrisponde a un punto di sella; e l’intersezione tra  e 

, che rappresenta un punto attrattivo. I risultati sono illustrati in Appendice, mentre la Figura 1 mostra le 

quattro nullocline, i tre equilibri di (2) e la dinamica di c e k nella regione . 
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Fig. 1 – Piano di fase di c (indicato con x ) e k (indicato con y) 

 

Fonte: nostra elaborazione 

 

È opportuno osservare che, se E rappresenta l’equilibrio di interesse e, in quanto punto di sella, costituisce un 

equilibrio instabile, il cosiddetto saddle path corrisponde (in senso matematico) alla varietà stabile. Di 

conseguenza, per mantenersi in prossimità di E è necessario un intervento continuo in grado di contrastare la 

tendenza del sistema a divergere dall’equilibrio. Se invece l’equilibrio di interesse è quello attrattivo, a partire da 

condizioni iniziali adeguate il sistema converge deterministicamente verso tale punto. È rilevante osservare che 

tale equilibrio descrive uno stato asintotico del sistema in cui k è massimizzato mentre c si annulla. Una 

configurazione di questo tipo risulta socialmente indesiderabile e può essere interpretata come l’esito di un 

contratto sociale iniquo, espressione di un conflitto ideologico sottostante. 

 

Teorema 2 (M2). Data una funzione di produzione aggregata Y = F (AK, L) e una legge di moto del lavoro 

, si assuma che i mercati siano perfettamente concorrenziali. Si supponga inoltre che le 

famiglie massimizzino la funzione di utilità data da 

 

rispetto al vincolo 
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La soluzione del problema di massimizzazione dell’utilità si ottiene mediante la costruzione dell’equazione 

lagrangiana, e la condizione del primo ordine rispetto a s(t) è data dalla seguente equazione 

 

Passando ai logaritmi e derivando, dopo alcuni passaggi si ottiene che 

 

Sotto l’ipotesi di mercati perfettamente concorrenziali del lavoro e del capitale, segue che  

 

Inoltre, se  segue che .  

Dalla legge del moto del lavoro si ottiene che  

 

Se  segue che . 

Il sistema seguente di due equazioni differenziali ordinarie non lineari e autonome 

(2) 

 

descrive il comportamento di s e l. In particolare, due nullocline suddividono lo spazio delle fasi in quattro 

regioni caratterizzate da dinamiche differenti, e all’interno della regione contenuta nel primo quadrante del 

diagramma cartesiano le nullocline identificano tre equilibri: l’origine O(0,0), che costituisce un equilibrio 

instabile; l’intersezione tra due nullocline, che corrisponde a un punto di sella; e l’intersezione tra  e 

, che rappresenta un punto attrattivo. I risultati sono illustrati in Appendice, mentre la Figura 1 mostra 

le quattro nullocline, i tre equilibri di (2) e la dinamica di s e l nella regione . 
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Fig. 2 – Piano di fase di l (rappresentato come x ) e s (rappresentato come y) 

 
Fonte: nostra elaborazione 

 

È opportuno osservare che, se E rappresenta l’equilibrio di interesse e, in quanto punto di sella, costituisce un 

equilibrio instabile, il cosiddetto saddle path corrisponde (in senso matematico) alla varietà stabile. Di 

conseguenza, per mantenersi in prossimità di E è necessario un intervento continuo in grado di contrastare la 

tendenza del sistema a divergere dall’equilibrio. Se invece l’equilibrio di interesse è quello attrattivo, a partire da 

condizioni iniziali adeguate il sistema converge deterministicamente verso tale punto. È rilevante osservare che 

tale equilibrio descrive uno stato asintotico del sistema in cui l è massimizzato mentre s si annulla. Anche in 

questo caso, una configurazione di questo tipo risulta socialmente indesiderabile e può essere interpretata come 

l’esito di un contratto sociale iniquo, espressione di un conflitto ideologico sottostante. 

  

Teorema 3 (M3). Data una funzione di produzione aggregata Y=F (AK, NL) e una legge di moto del 

capitale , si assuma che i mercati siano perfettamente concorrenziali. Si supponga inoltre che 

le famiglie massimizzino la funzione di utilità data da 

 

rispetto al vincolo 
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La soluzione del problema di massimizzazione dell’utilità si ottiene mediante la costruzione dell’equazione 

lagrangiana, e la condizione del primo ordine rispetto a c(t) è data dalla seguente equazione 

 

Passando ai logaritmi e derivando, dopo alcuni passaggi si ottiene che 

 

Sotto l’ipotesi di mercati perfettamente concorrenziali del lavoro e del capitale, segue che  

 

Inoltre, se  segue che  

 

Dalla legge del moto del capitale si ottiene che  

 

Se  segue che  

. 

Il sistema seguente di due equazioni differenziali ordinarie non lineari e autonome 

(4) 

 

descrive il comportamento di c e k. È opportuno osservare come le due equazioni differenziali ordinarie non 

lineari in (4) costituiscano un sistema non autonomo. Per ricondurlo a un sistema autonomo, è conveniente 

assumere, come nel caso standard della funzione di produzione Cobb-Douglas, che 

 

Inoltre, ponendo 

 

il sistema può essere riscritto come 
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Si ottiene un sistema autonomo che può essere riscritto come 

(5) 

 

con 

 

La soluzione del sistema (5) sarà illustrata dopo l’enunciazione del Teorema 4. 

 

Teorema 4 (M4). Data una funzione di produzione aggregata Y=F(AK, NL) e una legge di moto del lavoro 

, si assuma che i mercati siano perfettamente concorrenziali. Si supponga inoltre che le 

famiglie massimizzino la funzione di utilità data da 

 

rispetto al vincolo 

 

La soluzione del problema di massimizzazione dell’utilità si ottiene mediante la costruzione dell’equazione 

lagrangiana, e la condizione del primo ordine rispetto a s(t) è data dalla seguente equazione 

 

Passando ai logaritmi e derivando, dopo alcuni passaggi si ottiene che 

 

Sotto l’ipotesi di mercati perfettamente concorrenziali del lavoro e del capitale, segue che  

 

Inoltre, se  segue che  

 

Dalla legge del moto del lavoro si ottiene che  

 

Se  segue che  

. 
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Il sistema seguente di due equazioni differenziali ordinarie non lineari e autonome 

(6) 

 

descrive il comportamento di l e w. È opportuno osservare come le due equazioni differenziali ordinarie non 

lineari in (6) costituiscano un sistema non autonomo. Per ricondurlo a un sistema autonomo, è conveniente 

assumere, come nel caso standard della funzione di produzione Cobb-Douglas, che 

 

Inoltre, ponendo 

 

 

 

il sistema può essere riscritto come 

 

 

Si ottiene un sistema autonomo che può essere riscritto come 

(7) 

 

con 

 

 

È opportuno osservare come l’equazione (7) coincida con (5), ossia con il sistema ottenuto nel Teorema 3. Si 

procede quindi all’analisi della sua stabilità. Uno stato stazionario  del sistema (7) soddisfa 

 

Di conseguenza, in stato stazionario, la seconda equazione del sistema diventa 

 

Dunque, dev’essere che , oppure che .  

Quando dalla prima equazione segue che  

, 
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di conseguenza 

 

Dunque, si verifica uno dei due casi seguenti: 

 

Invece, nel caso dello stato stazionario interno , si ha che 

 

Imponendo  nella prima equazione del sistema si ottiene 

 

 

Dunque, il punto critico interno è  

 

È utile osservare come affinchè Y abbia un significato economico accettabile, deve valere che , in 

quanto tutti gli altri termini sono maggiori di zero. 

La matrice Jacobiana del sistema è: 

(8) 

 

Il punto critico (0, 0) è instabile, in quanto  esplode in 0. 

La matrice Jacobiana (8) valutata nel punto critico  diventa 

 

Si ottiene che 
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che è uguale a  

 

La stabilità del punto critico  dipende dal segno dei due autovalori 

 

 

Il primo autovalore è sempre negativo, poichè  per costruzione e . Dunque, 

se , e se . 

Nel primo caso,  è un equilibrio stabile, mentre nel secondo caso  è un punto di sella. Ricordando che 

 dev’essere maggiore di zero affinchè y sia dotato di senso economico,  deve essere un equilibrio 

stabile. 

Infine, la matrice Jacobiana (8) valutata in  

 

è 

 

Segue che 

 

Ricordando che  dev’essere Maggiore di zero affinchè for y sia dotato di senso economico, dev’essere 

che 
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Dunque l’equilibrio stazionario interno  è un punto di sella. Ne consegue l’esistenza di una varietà stabile 

unidimensionale, e le dinamiche rilevanti dal punto di vista economico seguono il saddle path. La Figura 3 mostra 

le due nullocline planari, la varietà stabile unidimensionale del sistema (7) e le dinamiche di X (k nel Modello 3 e l 

nel Modello 4) e di Y (c nel Modello 3 e s nel Modello 4) nella regione  e lungo l’asse che misura il 

tempo.  

 

Fig. 3 – a) Nullocline planari and varietà stabile of (7). b) varietà stabile nel piano di fase XY, c) varietà 
stabile nel piano tX e d) varietà stabile nel piano tY. 
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Ritornando alle variabili originali (ossia sostituendo x e y rispettivamente con c e k nel Modello 3 e con l e s 

nel Modello 4), le dinamiche del sistema possono essere rappresentate in un quadro tridimensionale, 

evidenziandone così la natura intrinsecamente espansiva. In particolare, il punto di equilibrio E2 nel piano XY 

viene mappato in una curva nello spazio tridimensionale (c, k, t) (o (l, s, t)). Per ragioni di uniformità espositiva, 

nelle sezioni successive si utilizzano le variabili generiche X e Y in luogo delle coppie (c, k) e (l, s). 

Sotto tale trasformazione, E2 genera una curva dipendente dal tempo le cui coordinate crescono 

monotonamente in t. Tale curva agisce come separatrice, suddividendo lo spazio degli stati in regioni 

caratterizzate da regimi dinamici qualitativamente differenti. Il primo pannello della Figura 3 rappresenta le 

superfici associate alle nullocline planari dei corrispondenti ritratti di fase bidimensionali, mentre la curva in rosso 

identifica la separatrice che divide le traiettorie lungo le quali una variabile diverge mentre l’altra tende 

asintoticamente a zero. 

Poiché E2 corrisponde a un punto di sella nel piano XY, la separatrice risulta genericamente instabile. La 

possibilità di definire meccanismi di controllo in grado di guidare il sistema verso tale varietà rimane una 

questione aperta. I restanti pannelli della Figura 3 mostrano le proiezioni sia delle traiettorie di soluzione sia della 

separatrice (in rosso) sui piani (X, Y), (t, X), and (t, Y), rispettivamente. È opportuno sottolineare come entrambe 

le variabili X e Y presentino una crescita esponenziale positiva, sebbene a tassi differenti. Su orizzonti temporali 

sufficientemente lunghi, tale asimmetria dà luogo a un pattern di crescita progressivamente sbilanciato, che tende a 

favorire una delle due variabili in termini relativi. 

Da un punto di vista economico, tali risultati suggeriscono la possibile rilevanza di meccanismi di policy volti a 

mantenere un equilibrio di potere tra famiglie e imprese. Tali interventi potrebbero favorire transizioni 

periodiche tra i due regimi di crescita, prevenendo eccessive asimmetrie e promuovendo un sentiero di sviluppo 

più bilanciato. 

 

4. Discussione e conclusioni 

La ricerca contribuisce al dibattito teorico sui determinanti della crescita economica di lungo periodo rivelando le 

strutture di governance, in larga misura implicite, incorporate nei processi di produzione aggregata nei modelli 

standard di crescita. Gli approcci tradizionali alla teoria della crescita, dal primo modello di Harrod–Domar fino 

al modello neoclassico di Solow, si sono concentrati principalmente sull’accumulazione di capitale, sul progresso 

tecnologico e sulle dinamiche di equilibrio, spesso astraendo dagli assetti istituzionali e sociali che sottendono i 

processi di coordinamento economico (Harrod, 1939; Domar, 1946; Solow, 1956; Barro e Sala-i-Martin, 2004). 

Sebbene l’introduzione dei rendimenti decrescenti e del progresso tecnologico esogeno abbia consentito 

l’emergere di stati stazionari stabili e di fenomeni di convergenza condizionata, essa ha anche contribuito a una 

rappresentazione stilizzata della crescita che rimane in larga misura silente rispetto alle questioni di governance, 

distribuzione e inclusione sociale (Stiglitz, Sen e Fitoussi, 2009). 
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All’interno di questa tradizione, il modello di RCK rappresenta un importante avanzamento, in quanto 

endogenizza il comportamento di risparmio attraverso l’ottimizzazione intertemporale e collega esplicitamente le 

dinamiche macroeconomiche alle decisioni individuali (Ramsey, 1928; Cass, 1965; Koopmans, 1963). Nonostante 

la sua complessità analitica, il modello RCK continua a incorporare una specifica struttura di governance, fondata 

su un processo produttivo asimmetrico e su meccanismi di allocazione di mercato, che tuttavia non viene 

esplicitata. Come evidenziato dalla letteratura di economia istituzionale e di economia politica, gli esiti della 

crescita sono intrinsecamente plasmati da sistemi di controllo, coordinamento e norme sociali che definiscono le 

modalità di scelta e di allocazione delle risorse (North, 1990; Rodrik, 2005; Acemoglu, 2009; Aghion et al., 2014). 

Rendere esplicite tali strutture implicite consente alla teoria della crescita di confrontarsi in modo più diretto con 

questioni normative relative a legittimità, accountability e benessere sociale (Sen, 1977). 

Alla luce di questo quadro, il presente studio adotta il modello RCK come riferimento metodologico e 

analizza in modo sistematico come differenti specificazioni della funzione di produzione aggregata e delle 

preferenze intertemporali riflettano diversi assetti istituzionali sottostanti. Sono state presentate quattro varianti 

del modello per illustrare come differenti processi produttivi (asimmetrici vs bilanciati), unità di misura (lavoro 

effettivo vs capitale effettivo), strutture di governance (sconto di mercato vs sconto sociale), preferenze sociali 

(consumo corrente vs prospettive future) e vincoli dinamici (condizioni intertemporali di non negatività su 

capitale vs lavoro) concorrano congiuntamente a determinare le dinamiche di crescita e distributive di lungo 

periodo, caratterizzate dalla presenza di due tipologie di equilibrio (un punto di sella e una soluzione di equilibrio 

stabile di frontiera). 

I risultati offrono due principali evidenze. In primo luogo, l’inclusività sociale (rappresentata come fattore 

moltiplicativo che interagisce con capitale, lavoro e progresso tecnologico) emerge come determinante chiave 

delle dinamiche di crescita, influenzando sia i processi di accumulazione sia la stabilità degli equilibri. In secondo 

luogo, differenti specificazioni della funzione di produzione aggregata danno luogo a una pluralità di regimi di 

crescita che riflettono strutture di controllo eterogenee. In particolare, quando progresso tecnologico e inclusività 

sociale entrano in modo simmetrico nella funzione di produzione, l’economia può deviare dalla tradizionale 

convergenza verso lo stato stazionario e transitare verso dinamiche di crescita (asimmetricamente) bilanciate che 

si autoalimentano, coerenti sia con meccanismi di tipo AK (Romer, 1986) sia con i modelli di convergenza. In 

questo senso, il contributo dello studio consiste nel colmare il divario tra modelli di crescita bilanciata e di 

crescita endogena, mostrando come differenti strutture di governance possano sostenere traiettorie di sviluppo 

eterogenee ma internamente (asimmetricamente) bilanciate. 

Un risultato centrale che emerge dall’analisi riguarda la coesistenza di molteplici configurazioni di equilibrio 

corrispondenti alle varianti del modello. In linea con il modello RCK standard, il sistema ammette un equilibrio 

interno che costituisce un punto di sella, che riflette la soluzione convenzionale guidata dall’allocazione 

intertemporale ottimale e dai rendimenti marginali decrescenti. Tale equilibrio rimane rilevante dal punto di vista 

analitico, in quanto preserva le proprietà fondamentali delle dinamiche di crescita neoclassiche e costituisce un 
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termine di confronto per le specificazioni alternative. Tuttavia, l’analisi evidenzia anche la presenza di un 

equilibrio di frontiera stabile, generalmente trascurato nella teoria della crescita. A differenza del punto di sella, 

tale soluzione di frontiera presenta proprietà di stabilità locale che la rendono un attrattore per il sistema 

dinamico in un ampio insieme di condizioni iniziali. 

Questo risultato ha importanti implicazioni per l’interpretazione delle dinamiche di crescita di lungo periodo. 

Il punto di sella, infatti, appare dinamicamente fragile, in quanto richiede condizioni iniziali precise e meccanismi 

di coordinamento efficaci per poter essere sostenuto nel tempo. Al contrario, l’equilibrio d’angolo emerge come 

esito di default del sistema in assenza di politiche correttive o di dispositivi istituzionali in grado di indirizzare 

l’economia verso il percorso interno. Ciò suggerisce che, in pratica, i processi di crescita decentralizzati siano più 

inclini a generare traiettorie di sviluppo sbilanciate o asimmetriche, anche in presenza di equilibri alternativi più 

efficienti o socialmente desiderabili.  

Più in generale, la coesistenza di tali equilibri mette in evidenza il ruolo della governance e delle politiche 

pubbliche nel modellare gli esiti macroeconomici. Se differenti assetti istituzionali influenzano la stabilità e 

l’accessibilità di equilibri alternativi, allora la crescita, lungi dall’essere il risultato di fattori puramente tecnologici 

o di preferenze individuali, riflette l’interazione tra dinamiche economiche e sistemi di coordinamento 

sottostanti, i quali determinano se l’economia converge verso sentieri di crescita bilanciati oppure si stabilizza in 

configurazioni subottimali, sebbene stabili. In questo senso, l’equilibrio di frontiera sottolinea anche l’importanza 

di analizzare esplicitamente le strutture di governance e i sistemi di controllo incorporati nel processo produttivo. A 

seconda della specifica configurazione del modello, le implicazioni distributive di tale equilibrio possono variare 

significativamente, favorendo alternativamente i proprietari del capitale o prestatori di lavoro. Ciò rafforza l’idea 

che i regimi di crescita non siano neutrali dal punto di vista distributivo e che il contesto istituzionale svolga un 

ruolo cruciale nel determinare la distribuzione dei benefici della crescita tra gli agenti economici. 

La rilevanza delle strutture di governance emerge in modo ancora più evidente quando si considera il ruolo 

dell’inclusività sociale all’interno del processo produttivo. Nel quadro proposto, l’inclusività sociale è trattata 

come una componente moltiplicativa che interagisce direttamente con capitale, lavoro e progresso tecnologico. 

Tale formalizzazione consente una rappresentazione più completa del processo di crescita, nella quale le 

condizioni sociali e istituzionali contribuiscono attivamente a determinare la capacità produttiva e le dinamiche di 

lungo periodo. Essa consente inoltre di mettere in luce le asimmetrie che possono caratterizzare i sentieri di 

sviluppo di lungo periodo. Anche in presenza di meccanismi di crescita bilanciata, la struttura di governance 

sottostante può generare esiti distributivi diseguali, a seconda delle modalità con cui vengono allocati i guadagni 

derivanti dall’aumento di produttività. In questo senso, l’introduzione di fattori sociali nella funzione di 

produzione non garantisce automaticamente una crescita equa, ma apre piuttosto lo spazio analitico per 

analizzare come differenti assetti istituzionali possano sostenere o ostacolare traiettorie di sviluppo più inclusive e 

sostenibili. 
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Nonostante la solidità dei risultati raggiunti, l’analisi presentata nelle Sezioni precedenti è soggetta ad alcune 

limitazioni che aprono a possibili sviluppi futuri. In primo luogo, i modelli considerati astraggono da strutture di 

mercato non concorrenziali e dalle interazioni strategiche che possono emergere in presenza di potere di 

mercato, coordination failures o rigidità istituzionali. L’introduzione di forme di concorrenza imperfetta e di processi 

di contrattazione decentralizzata consentirebbe una rappresentazione più realistica del modo in cui le strutture di 

governance influenzano sia l’allocazione sia la distribuzione, con possibili effetti sulle proprietà di stabilità degli 

equilibri individuati. 

In secondo luogo, l’analisi si basa su una rappresentazione stilizzata delle famiglie, le cui dotazioni sono 

espresse in termini di unità di lavoro e capitale. Sebbene tale ipotesi garantisca trattabilità analitica, essa astrae 

dalla eterogeneità delle caratteristiche degli agenti, dall’accesso differenziato alle risorse e dai diversi livelli di 

partecipazione ai processi economici e sociali. L’introduzione di famiglie eterogenee (differenziate, ad esempio, 

per competenze, ricchezza o posizione sociale) consentirebbe di sviluppare un quadro analitico più ricco per 

analizzare i meccanismi di inclusione ed esclusione all’interno del processo di crescita e le loro interazioni con gli 

assetti istituzionali nel tempo. 

Un’ulteriore limitazione riguarda la rappresentazione del processo produttivo, che, pur consentendo 

specificazioni funzionali alternative, rimane fondato su una struttura relativamente unificata e internamente 

coerente. Tale approccio non cattura pienamente la possibilità di sistemi produttivi “asimmetrici” o frammentati, 

nei quali settori, tecnologie o domini istituzionali seguono logiche parzialmente divergenti. Futuri sviluppi di 

ricerca potrebbero indagare le modalità attraverso cui strutture produttive eterogenee possano essere ricomposte 

all’interno di un quadro macroeconomico coerente, estendendo così l’analisi della crescita oltre l’ipotesi di una 

singola funzione di produzione aggregata. 

Infine, una estensione concettuale rilevante riguarda l’introduzione di meccanismi in grado di stabilizzare le 

dinamiche di crescita in presenza di processi che si autoalimentano. Come evidenziato, quando inclusività sociale 

e progresso tecnologico attenuano congiuntamente i vincoli legati ai rendimenti decrescenti, il sistema può 

evolvere verso traiettorie non convergenti o verso equilibri di frontiera. In tale contesto, diventa rilevante 

teorizzare l’esistenza di una forza neghentropica, intesa come insieme di meccanismi istituzionali, sociali o di 

policy in grado di controbilanciare dinamiche disordinate o eccessivamente sbilanciate e di mantenere il sistema 

entro un intervallo di equilibri moderati e sostenibili. Tali meccanismi possono includere politiche redistributive, 

dispositivi di coordinamento collettivo o assetti di governance orientati alla stabilità di lungo periodo e alla coesione 

sociale. L’esplorazione dell’integrazione formale di tali forze stabilizzatrici nei modelli di crescita rappresenta una 

direzione promettente per la ricerca futura. Più in generale, lo sviluppo in questa direzione contribuirebbe a 

colmare il divario tra l’astrattezza della teoria della crescita e la complessità dei sistemi socio-economici reali, nei 

quali stabilità, inclusività e sostenibilità sono congiuntamente determinate dall’interazione tra dinamiche 

economiche e disegno istituzionale. 
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Appendice 

L’Appendice riporta le derivazioni matematiche che conducono ai risultati stabiliti nei Teoremi 1 e 2. Data la 

simmetria strutturale tra i due modelli, viene introdotta una notazione comune per le variabili coinvolte, 

consentendo di sviluppare l’analisi all’interno di un quadro unificato. La corrispondenza tra le variabili originali di 

ciascun modello e la notazione comune è sintetizzata nella Tabella A1. 

 

Tabella A1. – Tavola di conversione 
Modello 1 Modello 2 Notazione comune 

K L X 

F F F 

f f f 

Y Y Y 

  
ψ 

U U U 

   
u u u 

C S Q 

L K Z 

H H H 
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w v 

 
W P 
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G V 
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s q 

 
D D 

   

   

 
L L 
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Si consideri la legge del moto di X 

 

dove la funzione di produzione Y = F(X, MZ)  dipende dall’input X e dal prodotto MZ tra l’input Z e l’attività 

moltiplicativa M. Si assuma l’esistenza di un elevato numero di imprese identiche che hanno accesso alla 

medesima funzione di produzione. Ogni impresa acquista gli input X e Z in mercati dei fattori perfettamente 

concorrenziali e vende il prodotto Y in un mercato dei beni anch’esso concorrenziale. L’input M è liberamente 

disponibile. Le ipotesi di funzione di produzione comune con rendimenti di scala costanti e di prezzi dei fattori 

uniformi implicano che la produzione aggregata di un gran numero di imprese coincida con quella di una singola 

impresa rappresentativa che utilizza le stesse quantità di X e Z. 

Sul lato della domanda, si considera un insieme ampio di famiglie identiche. La dotazione di Z per ciascuna 

famiglia cresce a un tasso dato da 
 
e ciascuna famiglia offre interamente il proprio ammontare di Z in ogni 

istante del tempo. La dimensione di ciascuna famiglia cresce a un tasso pari a quello definito dalla legge del moto 

di X e ogni famiglia offre una unità di X in ogni istante. Inizialmente, ciascuna famiglia fornisce X(0)/H, dove 

X(0) rappresenta la dotazione iniziale di X nell’economia e H il numero di famiglie. Infine, ciascuna famiglia 

ripartisce il proprio reddito in ogni istante tra q e  al fine di massimizzare la propria utilità intertemporale.  

La funzione di utilità della famiglia assume quindi la forma: 

 

 

dove u(·) è la funzione di utilità istantanea, uguale a 

 

con 

 

Affinché l’utilità intertemporale non diverga, deve valere la seguente condizione: 

 

Le imprese impiegano gli input X e Z, remunerano i fattori secondo i rispettivi prodotti marginali e vendono 

il prodotto ottenuto. Poiché la funzione di produzione presenta rendimenti di scala costanti e l’economia è 

perfettamente concorrenziale, le imprese realizzano profitti nulli. È inoltre opportuno notare che la produttività 

marginale di X è pari a 

 

pertanto, date le ipotesi di partenza, la produttività marginale di X è pari a 
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Allo stesso modo, la produttività marginale di Z è pari a 

 

e la produttività marginale di Z’ è pari a 

 

Ora, si definisca 

 

Segue che 

 

Di conseguenza, il vincolo per le famiglie (no Ponzi game condition) è 

 

In più, ricordando che 

 

Segue che u(Q(t)) può essere riscritta come 

 

Poichè , segue che 

 

dove 

 

Dunque, il vincolo di bilancio delle famiglie (HC) può essere riscritto come 

 

con . Dividendo entrambi i termini per  segue che 

 

A partire da tali premesse, il comportamento delle famiglie può essere rappresentato come  
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La condizione del prim’ordine è  

 

Passando ai logaritmi e derivando si ottiene 

 

Segue che  

 

E’ importante osservare come 

 

Di conseguenza,  

 

Se  , segue che 

 

Infine, dev’essere che 

 

Il sistema seguente di due equazioni non lineari  

 

 

descrive le dinamiche di q e x. In particolare, x(t) e q(t) sono le variabili di stato, mentre i parametri , , , and 

 sono costanti positive. Uno stato stazionario  soddisfa la condizione . Di conseguenza, 

nello stato stazionario, la seconda equazione del sistema diventa 

 

Dunque, dev’essere o che , oppure . Nel primo caso, quando , sostituendo 

 in  si ottiene . Poiché  f è concava, i punti stazionari sono O = (0, 0) e 

A = ( ,0), con . 
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Nel secondo caso, invece, dev’essere che 

 

. 

Questo è il sentiero di crescita bilanciato (lo stato stazionario interno), che risulta essere dotato di significato 

economico se . La matrice Jacobiana di questo sistema è: 

 

Si noti che, in corrispondenza dello stato stazionario interno, il termine in basso a destra è pari a zero, dunque si 

riproduce la tipica struttura del punto di sella. 

Per valutare la stabilità dello stato stazionario interno, si consideri la matrice Jacobiana valutata in  

con . Dev’essere che: 

 

La traccia e il determinante sono dati da: 

 

 

Poiché il determinante è negativo, lo stato stazionario interno è un punto di sella. Ne consegue l’esistenza di una 

varietà stabile unidimensionale e le dinamiche economicamente rilevanti seguono il saddle path. 


